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Uvop

Uvod

Ulohy na maxima a minima se objevuji nejenom ve védé, strojirenstvi a jinjch
technickych oborech, ale také v kazdodennim zivoté. Velka skéala z nich mé geo-
metricky charakter: nalezeni nejkratsi pfipustné cesty mezi dvéma objekty nebo
zjisténi jejich minimalniho obvodu, povrchu ¢i objemu. Toto jsou typy tloh, se
leti a nékteré z nich jsou nyni povazovany za proslulé. Jiz starovékym Rekiim se
podaiilo objevit feSeni podobnych problémi, prestoze k mnohym z nich neméli
matematické nastroje pro provedeni fadnych dikazii.

Naptiklad je dutlezité zde zminit Herontiv objev (1.st. n. 1.), Ze svételné pa-
prsky vychazejici z bodu A po odrazu zrcadla odchéazeji do bodu B takovym
zpusobem, ze vykonaji nejkratsi moznou cestou z A do B.

Jiny zndmy tzv. izoperimetricky problém byl zkouman jiz napi. Descartesem
(1596-1650): Ze vsSech rovinnych obrazci o pevné daném obvodu najdéte ten,
ktery méa nejvétsi obsah. Takzvany ,,dokonaly tvar®, ktery resi tuto tilohu, je kruh,
coz bylo znédmo uz za Descartesa (a pravdépodobné o hodné diive), avSak fadny
diikaz, ktery nam opravdu dava jistotu spravného feseni, byl poprvé predlozen
Jacobem Steinerem v 19. stoleti. [CRS, str. 373-376]

Trochu odlisny izoperimetricky problém je prisuzovan Dido, legendarni kra-
lovné Kartaga. Dido koupila od numidského krale takovy kus zemé na pobfiezi
Afriky, ktery ,muze vymezit dana hovézi kize“. Nafezanim ktze na tzké prouzky
vytvorila Dido dlouhou sniiiru jisté délky, se kterou predpokladala, ze ohranici tak
velké tizemi, jaké je jen na pobiezi mozné. Jak to provést nejlepsim zpisobem, to
je ukol podobny predchazejicimu. Ve skutecnosti je feseni snadno uhodnutelné,
ale obtizné dokazatelné. Je-li bfeh mote pfimocary, bude nejvétsim pozemkem
ohrani¢enym $itirou dané délky ptilkruh se stfedem na biehu mofte. [Vi]

Jiny problém, ktery je jak zajimavy, tak i necekané lehce fesitelny, byl polozen
v roce 1775 1. F. Fagnanem: Vepiste trojuhelnik o minimalnim obvodu do daného
ostrothlého trojuhelniku. Elegantni feSeni tohoto relativné jednoduchého ,sito-
vého problému“ bylo poddno Hermannem Schwarzem (1843-1921), ktery ukazal,
ze hledany vepsany trojihelnik méa vrcholy v patach vysek vychoziho daného
trojihelniku. [CRS, str. 346-351]

Z mnoha znadmych pfistupii k extremalnim geometrickym tloham jsem se
v této praci zamérila pouze na jejich nejbéznéjsi prostiedek, totiz feSeni pomoci



Uvop

diferencialniho poctu. Spociva v tom, ze budeme vzdy hledat néjakou funkci jedné
nebo vice proménnych, kterd danou situaci popisuje, a pak zjistovat maxima nebo
minima praveé této funkce.

Shirka je rozclenéna do dvou kapitol. V prvni redukujeme zkoumanou tlohu
vzdy na hledani extrému funkce jedné proménné. Tato kapitola se dale déli na dveé
podkapitoly, pficemz v kazdé z nich je pouzita jind metoda nalezeni extrému.
Druhé kapitola obsahuje nékolik ukazkovych tloh, kde podobnéa redukce na vyset-
fovani extrémii funkce jedné proménné neni mozna nebo je méné vhodna. Regeni
téchto tloh proto prevadime na zkoumani extrému funkce dvou proménnych.

Tato sbirka je urcena predevsim pro studenty vysokych skol, kteii si chtéji
ujasnit a osvojit danou problematiku na prikladech rtznych typi, avsak nékteré
snazsi tlohy (pfipadné jejich jednodussi varianty) mohou byt také pouzity ve vy-
uce na stiedni skole.

Text je vysazen typografickym systémem TEX ve formatu BTEX2e a obrazky
jsou tvoreny programem Ipe.



FUNKCE JEDNE PROMENNE

Kapitola 1

Funkce jedné promeénné

1.1 Teoreticky zaklad

Nez prikro¢ime k samotnému feseni tiloh, uvedeme nékolik zakladnich vlastnosti
funkci jedné proménné, které budou vyuzity v této kapitole. Teorie je Cerpana
prevazné ze skript Diferencidlni pocet funkci jedné proménné [DoKu].

Existence extrémt funkci jedné proménné je ¢asto zarucena diky dobfe znamé
vlastnosti spojitych funkei:

Vé&ta 1.1.1 (Weierstrassova'). Necht funkce [ je spojitd na uzavieném inter-
valu I = {(a,b). Pak funkce f nabjvd na I svého (absolutniho) mazima a (abso-
lutniho) minima.

Je dilezité zminit, Ze funkce f mitize nabyvat svého maxima (minima) ve vice
bodech. K nalezeni téchto bodu se pro diferencovatelné funkce bézné pouziva
néktera z nasledujicich dvou vét.

Véta 1.1.2 (Véta o monoténnosti). Necht funkce [ spojitd na intervalu I je
diferencovatelnd v kazdém vnitrnim bodé intervalu I.
a) Jestlize f je rostouci na intervalu I, pak f'(x) > 0 pro vSechny vnitini
body x intervalu I.
b) Jestlize f' (x) > 0 pro vSechny vnitini body x intervalu I, pak f je na tomto
intervalu neklesagici. Navic, je-li f' (x) > 0 pro kaZdy vnitini bod x inter-
valu I, pak f je na tomto intervalu rostouct.

Predpoklad, Ze mnozina I C R je (souvisly) interval, je nutny pro platnost
¢asti b). Podobné nerovnosti [’ (z) < 0, resp. f’ (z) < 0 charakterizuji nerostouci
resp. klesajici funkci na intervalu.

1Karl T. W. Weierstrass (1815-1897), némecky matematik
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Nésledujici véta udava nutnou podminku existence lokalniho extrému, kterou
uvedeme pod nazvem béznym v anglické matematické literature.

Vé&ta 1.1.3 (Fermatova?). Necht md funkce f v bodé xqy své lokdlni mazimum
nebo minimum a necht f' (xq) existuje. Pak f' (o) = 0.

Ve specidlnim pfipadé, kdy f je spojita na (a,b), diferencovatelna na (a,b) a
rovnice f’(t) = 0 nem4 feSeni na (a,b), nabyva takova funkce f svého (absolut-
niho) maxima a minima v krajnich bodech a, b intervalu a nikde jinde.

Véta 1.1.4 (Véta o mezihodnoté). Necht funkce [ je spojitd na uzavieném inter-
valu (a,b) a necht plati f (a) - f (b) < 0. Pak existuje alespori jeden bod x € (a,b)
takovy, Ze f (x) = 0.

1.2 Resené priklady — Gprava na ¢tverec

V této podkapitole ukazeme, jak lze fesit extremalni tlohy bez pouziti derivaci.
Kvadratickou funkci jedné proménné, ziskanou vymodelovanim daného geome-
trického problému, upravime na c¢tverec a z takového vyjadreni dotycné funkce
pak bude ziejmé, v jakém bodé nastava maximum ¢i minimum.

Uloha 1.2.1. Je ddn konvexni ctyrihelnik o obsahu S. Uvazujme rovnobéznik
se stranami rovnobéezZnymai s uhloprickami ctyriuhelniku a vrcholy leZicimi po jed-
nom na jeho strandch. Urcete mazximdlni obsah takoveého vepsaného rovnobéz-
niku. [AMS, str. 36]

Obr. 1.1

Reseni. Ozna¢me ABCD dany ¢tyfahelnik a O prisedik jeho thlopficek. Pro li-
bovolny rovnobéznik EFGH s vrcholy £ € AB, F € BC, G € CD, H € DA

2Pierre de Fermat (1601-1665), francouzsky matematik, byl podle [Pro] patrné prvni, kdo
dotyc¢nou podminku popsal, a to v r. 1629 ve své praci De Mazximis et Minimis.
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(obr. 1.1) vyhovujici podminkdam zadani polozme |AFE| = z |AB|, kde 0 < x < 1.
Z podobnych trojuhelnikt usoudime, ze |EH| = z |BD| a |[EF| = (1 —x) |AC/.
Je také ziejmé, Ze sin |{FEH| = sina, kde « je thel mezi thlopfickami AC a
BD. Proto pro obsah vepsaného rovnobézniku EFFGH plati

Sgrau = |EH| - |EF|sina =z (1 — z)|AC| - |BD|sin a.

JelikoZz Sapcp = % |AC| - |BD|sin «, dostavame Sgray = 22 (1 — ) Sapep-

Maximum kvadratické funkce z (1 —2z) = 1 — (3 — a:)2 na intervalu (0, 1)
je zirejmé i pro r = % Proto je maximalni obsah rovnobézniku EFFGH roven

%S ABCD, a to nastane, pokud jeho vrcholy pili strany daného ¢tyfihelniku. o

Uloha 1.2.2. Dvé lodé pluji danymi riznobéinymi sméry s konstantnimi rych-
lostmi. V' 9 hodin je vzddlenost mezi nime 20 mil, v 9:35 je vzdalenost 15 mil,
zatimco v 9:55 je vzdalenost 13 mil. Zjistéte, kdy bude vzddlenost mezi lodémi
minimdlni. [AMS, str. 29]

Reseni. Predpokladejme, Ze jedna z lodi pluje po trajektorii ¢, zatimco druhé
pluje po trajektorii h. Déle predpokladejme, Ze se trasy g a h protinaji v bodé O
(obr. 1.2). Ozna¢me « thel mezi jejich sméry pohybu a A, B pozice lodi v 9 hodin.
Polozme u; = |OA| a uy = |OB]| pro |{BOA| = a au; = —|OA| pro |[{BOA| =
= 180° — a. Nechf vy a v, jsou rychlosti lodi. Pouzitim kosinové véty dostaneme

Obr. 1.2

pro vzdalenost [ mezi lodémi v Case t vztah
12 = (ug 4+ v1t)” + (ug + vat)® — 2 (uy + v1t) (ug + vat) cos a,

kde t = 0 odpovida realnému ¢asu 9 hodin. Vyraz I? tedy zadava kvadratickou
funkci jedné proménné ¢, kterou miizeme vyjadiit jako (? = at? + 2bt + ¢, kde a,
b, ¢ jsou realné konstanty, jez mohou byt vyjadieny explicitné pomoci wuy, us, vy,
vy. My vSak koeficienty a, b, ¢ stanovime jinak, totiz z idaji tlohy.

10
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Predpokladejme, Ze nase jednotka casu je 5 minut. Podle zadani tilohy dostéa-
vame nasledujici soustavu rovnic o tfech neznamych a, b, c:

400 = ¢
225 = 49a + 14b + ¢
169 = 121a + 22b + ¢

Jediné feseni této soustavy je a =1, b = —16, ¢ = 400, ¢imz dostavame
12 =12 — 32t + 400 = (t — 16) + 144.

Z toho vyplyva, ze | > 12 a [l = 12 pro t = 16, coz odpovida 80 minutam. Tedy
vzdéalenost mezi dvéma lodémi je minimalni v 10:20. s

Uloha 1.2.3. Ze viech trojiuhelniki umisténgch v daném pravidelném Sestiihel-
niku, jejichZ jedna strana je rovnobéznd se stranou Sestiuhelniku, vyberte ten, co
md nejuétsi obsah. [AMS, str. 36]

Reseni. Je okamzité ziejmé, Ze vrcholy pozadovaného trojihelniku musi lezet
na stranach Sestitthelniku. Oznac¢me vrcholy Sestitthelniku K LM NOP a vrcholy
hledaného trojihelniku ABC'. Necht napfiklad strana AB trojihelniku je rovno-
bézna se stranou PO Sestithelniku. Mizeme predpokladat, ze PO je blizsi z obou
stran Sestitthelniku ke strané AB s touto vlastnosti. Pak je jasné, ze bod C' musi
lezet na protilehlé strané LM Sestithelniku (obr. 1.3).

Obr. 1.3

Necht a = |PO| a 2h znadi vzdéalenost mezi stranami PO a LM. Pak h = %g
Ozna¢me x vzdalenost mezi tseckami AB a PO, pro kterou plati 0 < z < h.
Pak vzdalenost bodu C od tisecky AB je rovna 2h —x. Necht bod R je prisecikem

11
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polopiimek K P a NO. Z podobnosti rovnostrannych trojuhelniki ABR a POR
vyplyvé zavislost |[AB| = ‘L(”CTM) Tedy obsah trojuhelniku ABC' je

a(:p+h)(2h—x)'

S =
2h
Kvadraticka funkce f (z) = (x +h)(2h —x) =2h* + he —a? = Jh? — (2 — )
ma maximum %h2 pro xz = Tedy S < 9“h, pri¢emz rovnost nastava pro xz = b
kdy A, resp. B, je stfed strany PK, resp. NO. Poloha bodu C na strané LM Je
pritom libovoln4. )

Uloha 1.2.4. Ze vsech ez daného rotacniho kuZele rovinami prochdzejicimi jeho
vrcholem najdéte takovy, ktery md nejuétsi obsah. [AMS, str. 38|

Reseni. Je zfejmé, 7e hledana rovina prochézejici vrcholem C' rota¢niho kuzele
protne jeho kruhovou podstavu v tétivé hrani¢ni kruznice s krajnimi body, které
oznaCime A a B. Déle ozna¢me R polomér podstavy kuzele, délku strany kuzele

| = |[AC| = |BC| a |AB| = 2z, kde 0 < x < R (obr. 1.4). Rezem kuzele je pak

C

A" B

Obr. 1.4

rovnoramenny trojihelnik ABC' o obsahu S (z) = V1% — 22 = /a2 (12 — 22).
Ulohu proto miizeme po substituci t = 2% redukovat na hledani maxima kvadra-
tické funkce

f@)y=t(>-t)  pro 0<t<R.

Doplnénim na ¢tverec dostaneme

f(t):t(lz—t):—(t—§)2+§.

Uloha se déle rozpada na dvé situace zvazujici velikost 1? ve vztahu k 2R?
(maximalni hodnoté 2t).

Jestliig plati 12 < 2R?, pak je funkce f rostouci p2r0 t e (0,%
pro t € (5, R?). Maximum funkce f nastéva pro t = L proto je maxima S (z)

) a klesajici

12
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dosazeno pro x = ﬁ Nejvétsi obsah fezu je v pifpadé | < Rv/2 tedy roven %
Toho je dosazeno, je-li |AB| = I\/2, coz znamend, ze |£ACB| = Z. Hledanym
fezem je tak pravouhly rovnoramenny trojihelnik.

V druhém piipadé plati [ > 2R%. Pak je funkce f rostouci na celém intervalu
(0, R?) a jeji maximum tedy nastdva pro ¢t = R?. Maximdlni obsah S () fezu ku-
zele bude R+v/[? — R?, a to pro x = R, kdy rovina fezu protne kruhovou podstavu

v jejim pruméru. s

Uloha 1.2.5. Pro libovolny n-ihelnik M vepsany do jednotkové kruznice oznacme
s (M) soucet ctverci nad jeho stranami. Ukazte, Ze
a) jestlize n = 3, pak mazimum s (M) je 9, pFicemz toho je dosaZeno prdvé
tehdy, kdyz M je rovnostranny trojuhelnik.

b) jestlizen > 3, pak s (M) < 9 a pro jakékoli e > 0 existuje vepsany n-uhelnik

M takovy, Ze plati 9 — e < s (M) < 9. [AMS, str. 37]
Reseni.

a) Necht n = 3 a M je trojuhelnik ABC'. Pak AB je libovolna tétiva v jed-
notkové kruznici. Mizeme predpokladat, ze bod C' lezi na vétsim z obloukt AB.
Oznacme |LACB| = «, kde « je konstanta, pro kterou plati 0 < o < 7. Déle
ozna¢me |£ BAC| = ¢, odkud plyne |[{ABC| = 7 — a — . Ze sinové véty dosta-
neme

|AC? + |BC|® = 4 [sin” o + sin® (a + ¢)] =
1—cos2p 1—cos2(a+¢)

=4 =

2 + 2
=2[2—cos2p —cos2 (a+ )| =
=2[2—2cos(a+2¢)-cosa] <4(1+cosa),

kde rovnost nastava, je-li o + 2p = 7. Pak ovSem sing = sin (a + ¢), neboli
|AC| = |BC|. Pokud tedy bod C' lezi uprostted uvazovaného oblouku AB, pak je
s (M) pro pevné danou tétivu AB nejvétsi.

Zbyvé nalézt maximum s (M), pokud bude M rovnoramenny trojuhelnik s os-
trym thlem « pfi hlavnim vrcholu. V tomto pripadé dostavame

s (M) :4(2c082%+sin2a) :4(1+cosa+sin2a) =
:4(2+Cosa—0082 )

Kvadratickd funkce 2 +t — t? = % — (t — %)2 nabyva svého maxima % prot = %
Proto s (M) < 9, pfi¢emz rovnost nastavi pro cosa = %, tj. pro a = 3. M je
tehdy rovnostranny trojuhelnik.

3Je-li uvazovany oblouk AB ptilkruznice, je pro vSechny jeji body C hodnota |AC |2 +|BC |2
stejné podle Pythagorovy véty.

13
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b) Necht n > 3 a M je n-thelnik A;A,... A, vepsany do kruZnice. Soucet
vnitinich Ghlt n-thelniku M je (n — 2) - w. Z predpokladu n > 4 plyne nerovnost
n—2 > %, coz pro soucet vnitinich hlt n-thelniku znamenad, Ze je vétsi nebo ro-
ven n- 5. Existuje proto alespori jeden z vnitinich ahli M, ktery m4 velikost vétsi
nebo rovnu 7. Nechf je to napiiklad thel A,_;A4,A;. Potom v AA,_; A, A, plati

|AL AL 4 |An1An)? < |A1A,_1 %, kde nastavé rovnost pro |£A, A, A;| = 5
Pro (n — 1)-thelnik M’ = A A, ... A, pak dostavame s (M) < s (M’). Podobné
(pokud n — 1 > 3) najdeme (n — 2)-tthelnik M” vepsany do kruznice, pro ktery
plati s (M') < s(M") atd., az skon¢ime u vepsaného trojihelniku N, pro ktery
plati s (M) < s (). Z ¢asti a) vime, ze s (N) < 9, kde nastava rovnost pouze
pro rovnostranny trojuhelnik N. Kdyby existoval vepsany ¢tyithelnik M* takovy,
ze s(M*) = s(N) =29, byly by tfi vrcholy ¢tyfahelniku M* vrcholy rovnostran-
ného trojuhelniku N. V tom ptipadé by mél vnitini thel u ¢tvrtého vrcholu M*
velikost 27 takze by platila ostrd nerovnost s (M*) < s(N). Z toho vyplyva, ze
v ptipadé n > 3 plati s (M) < 9.

Predpokladejme déle, ze n > 4. Dokézeme, ze pro jakékoli ¢ > 0 exis-
tuje n-uhelnik M vepsany do jednotkové kruzmice takovy, ze s(M) > 9 — e.
Necht A;AsA;s je rovnostranny trojuhelnik vepsany do dané kruznice. Vybereme
libovolné body A4, As...A, na oblouku A3A; tak, ze A;A,... A, je konvexni
n-thelnik (vepsany do kruznice) a |A;A4,|> > |A;As|”> — . Potom dostévame

n—1

s(M) = |A1A2|2 + |A2Ag|2 + Z |AiAi+1|2 + |AnAl|2 >
i=3

>9— (‘141143|2 - ‘AlAn‘z) > 9 —e,

¢imz je ¢ast b) dokazana. &

Uloha 1.2.6. Je ddn pravidelns n-ihelnik M = A1 A, ... A, s délkou strany a.

Postupné konstruujme kruznice ki, ko,..., k, se stredy Ay, As,..., A, tak, Ze
kruznice k1 ma libovolny polomeér mensi neZ a a kazZda kruZnice k;y1 md vnéjsi
dotyk s kruznict k;, kde 1 = 1,2,...,n — 1. Najdéte polomér pruni kruZnice kq,

pro kterou md cdst n-uhelniku M, jeZ je vné sestrojenych n kruznic, maximadlni
obsah. [AMS, str. 37]

Reseni. Kazdy vnitini thel n-thelniku M je roven "T’Z -, COZ je zaroven stie-

dovy thel kruhovych vyseci, které na n-tthelniku vytinaji sestrojené kruznice k;.

Obsah i-té z téchto vyseci je proto roven [("T_Q : 7T) /Zﬂ - mr?, kde r; je polomér

kruznice k;. Oznac¢me S obsah celého n-thelniku M a S; obsah jeho ¢asti vné

kruznic k;. Rozdélime dale feseni tlohy na dva pripady:

1. pfipad: Necht n = 2m. V tomto pfipadé méa posledni kruznice k, vnéjsi dotyk
s prvni kruznici k1. Navic je-li x polomér prvni kruznice, pak mame m kruz-
nic ko;1q1 0 poloméru z a m kruznic ko; o poloméru a — x, coz je m vyseci

14
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o obsahu Z=1 - w22 a m vysedi o obsahu 2= - 7 (a — z)?. Z predchazejicich
uvah dostavame

1 9 2 a\? a?
Sle—i(m—l)w[:c + (a — 2)7] :S—(m—l)ﬁ[(a:—§> +5].
Po takovém rozepsani je zfejmé, ze maximum funkce Si (z) pro z € (0,a)
nastava pro r = 2.

2. piipad: Necht n = 2m + 1. Polomér x kruZnice k; maji i kruznice ks, ks,. ..,
komy1, zatimco kruznice ky, ky,. .., ko maji polomér a — . Plati-li x > 7,
pak se kruznice k; a ko, 11 0 shodném poloméru x protnou. Pokud nahradime
kazdou kruznici o poloméru z (resp. a — x) soustfednou kruznici o poloméru
a—x (resp. z), bude obsah S; ¢asti n-uhelniku vétsi. Mizeme tedy uvazovat
pouze 0 < x < g. KruZnice k; tehdy vytnou na mnohothelniku M m + 1

vyseci o obsahu 2(22’;”;111) -mx? am viseci o obsahu 2(22’;”;:1) .7 (a — x)*. Obsah S;
je pak
(2m—-1)= 2 2
S1=98————""= 1 - =
! 2@mo ) (D mla -]
_g_ (2m—1)m <x— ma )2+ (mQ—i-m);L2
2 2m +1 (2m + 1)
Maximum funkce S (z) proto nastavd pro x = 5. s

Uloha 1.2.7. Vicholy obecného (n + 1)-tihelniku le#i na strandch daného pra-
videlného n-ihelniku (na kaZdé strané aspori jeden) a déli jeho hranici na édsti
stejné délky. Jak sestrojit takovy (n + 1)-ahelnik, aby jeho obsah byl:

a) mazximdlni;

b) minimdlni? [AMS, str. 37|

Reseni. Ze zadani plyne, 7e jedna strana (n -+ 1)-tthelniku tplné lezi na jedné
strané n-thelniku. Oznac¢me tyto strany A;As a By Bs tak, aby body A, By, B,
As v tomto poradi lezely na piimce. Dalsi vrcholy obou mnohothelniki oc¢islujeme
tak, aby pro kazdé i = 2,3,...,n na strané A;A;.; pravidelného n-tthelniku
A1A, ... A, lezel vrchol B;y; vepsaného (n + 1)-thelniku B1Bs... B, 1 (pfitom
klademe A,;; = A;). Dale oznaéme b = |B1Bsy| a a = |A;Ay|. Jelikoz vrcholy
(n + 1)-thelniku déli hranici n-thelniku délky na na n+1 ¢asti stejné délky, plati
b= 5a.

Polozme x = |A; By|. Jelikoz ¢ast hranice By A Bs n-tthelniku mé mit, stejné
jako ¢ast B B,, délku b, plati

n a
AsBy| = |A1As| — |A1By| — |B1Byl=a—x—b=a— —r = —
|A2Bs| = |A1Ag| — |A1By| — |Bi1Bo| =a —x a n+1a T 1 T,
n a n—1
AoBs3| =b— |AyBy| = — — - '
424 142 B2| n+1a <n+1 x) n+1a+$
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Indukci pro i = 2,3, ..., n podobné odvodime vztahy

1—1 n—i+1
— a AZBZ = —qQ xT.
n+1a . | +1l n+1 +

|Ai B =

Velikost zbyvajici tisecky Ay B, 1 hranice n-tthelniku mizeme jiz snadno dopodi-
tat: 1
n—mn n
AiBoiil=a—-A,Bpy1l=a— ———a—x = a— .
4Bl =0~ 4By — s
Jelikoz kazda z délek |A; By|, |A1Bnt1l, |AiBi| a |A;iBiv1| proi = 2,3,...,n musi
byt vétsi nebo rovna 0, dostavame pro proménnou z podminku 0 <z < -25.
Zkoumany obsah S, 41 () vepsaného (n + 1)-thelniku B B;... B, dosta-
neme, pokud od obsahu S, pravidelného n-tthelniku A; A, ... A, odeCteme obsah
n trojuhelnikd B;A;B;yq proi = 2,3,...,n+ 1 (kde klademe kromé A,.; = A;
také B,.o = Bj). V téchto trojthelnicich jsme jiz vyjadiili dvojice délek stran,

které sviraji stejny thel ¢ = @ﬂ. Soucet jejich obsaht je proto roven

sin ¢
2

-8 (x),
kde

S (z) = |A1Bpsal| - [A1Ba| + Z |A;B;| - |A;Biy1| =

=2

= i a—x x+i i_la—x Lma+x =
S \n+1 P n+1 n+1 N
"+1<z’—1 ) <n—i+1 )
:Z a—x| - \—a+tzx].
P n+1 n+1

Staci tedy najit extrémy funkce S (x) na intervalu (0, —%=).

' 1
n+1 . .
1—1 n—i+1
s =% (o) () -
n+1 . . .
-1 — 1 — 2142
:Z<(2 ) (n ;"‘ )az_" L+ ax—xz):
P (n+1) n+1
n+1 . .
:Z<(2_1)(n_;+1)a2)+ ne T — nr?,
P (n+1) n+1

(Koeficient u z jsme uréili jako soucet ¢lentt n-prvkové aritmetické posloupnosti
o 2— P PR . ,
s prvnim ¢lenem % a poslednim ¢lenem n"—fl) Prvni sc¢itanec upraveného vy-

razu je kladny a na proménné z nezalezi, mizeme proto vySetfovani extrémi
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RESENE PRIKLADY — DERIVACE FUNKCE JEDNE PROMENNE

omezit na kvadratickou funkei s (z) = ;47 — nz?. Z apravy tohoto vyrazu dopl-
nénim na ¢tverec

na ) ( a )2 na?
r—nx’=-n|xr— + 5
n+1 2(n+1) 4(n+1)

vyplyva, ze funkce s (), a tedy i S (z), nabyva na intervalu <O, n%rl> svého ma-

xima pro xr = D) +1) Protoze jde o stied zkoumaného intervalu <0 il> z pru-
béhu kvadratické funkce je zfejmé, Ze jeji minimum bude v krajnich bodech, tedy

Vbodecha:—Oa:c:n—H.

Jelikoz S, 11 (z ) = S, — 2.5 (), obsah vepsaného (n + 1)-thelniku S, (2)
ma v bodé x = D) +1) minimum a v krajnich bodech z = 0 a x = ;%5 intervalu
defini¢niho oboru méa sva maxima.

Vsimnéme si, ze v piipadé = =

smyTys Kdy je obsah Spt1(z) = S, — 222
-S () minimalni, plati nejen |AlBl| = z, ale také |BoAs| = x a |B1Bsy| = 2nx.
To znamend, Ze krajni body té strany vepsaného (n + 1)-thelniku, jez cela lezi
na jedné strané n-uhelniku, déli tuto stranu v poméru % tno % Oba piipady
z=0az =%, kdy je obsah S, () maximalni, lze (diky tomu, Ze v prvnim
ptipadé B; = A; a ve druhém By = A,) popsat jako situaci, kdy jedna strana
vepsaného (n + 1)-thelniku lezi celd na jedné strané n-tthelniku tak, Ze jedna

dvojice jejich krajnich bodt splyva. s

1.3 ResSené piiklady — derivace funkce jedné pro-
meénné

Dalsi bézné znama metoda hledani extrémt funkce jedné proménné je pouziti
prvni derivace (piip. i druhé derivace, kterou v nasich vypoctech nevyuzijeme,
protoze vzdy vystac¢ime s itvahami o monoténnosti na zakladé znaménka jeji prvni
derivace). Jak derivace funkce souvisi s jejimi extrémy, popisuji matematické véty
na zacatku kapitoly.

Uloha 1.3.1. Ze vsech ctyiihelniki vepsanych do daného pilkrubu najdéte ten,
ktery md nejuétsi obsah. [AMS, str. 37|

Reseni. Necht MN je primér daného ptlkruhu, O je stfed MN a ABCD
je libovolny ctyituhelnik, ktery je do daného pilkruhu vepsany. Mutzeme jisté
uvazovat pouze pripad, kdy A = M, B = N a body C, D lezi na hrani¢ni
pulkruznici (obr. 1.5). Je zfejmé, Ze obsah trojihelniku AC'D pro pevné dany
bod C' je maximéalni, pokud D lezi uprostied oblouku AC. Muzeme tedy pied-
pokladdat [LAOD| = |£COD| = «, kde 0 < a < Z. Jelikoz sin |{BOC| =

2
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c

AN

A=M 0] B=N

Obr. 1.5

= sin(m — 2a) = sin (2a), obsah ¢tyftihelniku ABC'D rovny souctu obsaht
ANAOD, ADOC, ACOB je dan rovnosti
R2
S = o (2sina + sin 2a) ,

kde R = |OM|. Mame tedy funkci S = S () jedné proménné o kde 0 < o < 3.
Derivovanim dostaneme

S"(a) = R*(cosa + cos2a) = R? (2cos® a4 cosa — 1)
= R?*(2cosa — 1) (cosa +1).

Z takového vyjadieni derivace vyplyva, ze S («) je rostouci na intervalu (O, z)a

klesajici na intervalu (%, 2). Maxima funkce S () na daném intervalu 0 < o < 3

je proto dosazeno pro a = %, tedy pokud poloméry OC a OD rozdéli ptlilkruh

na tii shodné ¢asti. Obsah hledaného vepsaného ctyithelniku je roven %. s

Uloha 1.3.2. Konvexni ctyriuhelnik o obsahu vétsim nes %g lezi v jednotkovém
kruhu. Ukazte, Ze stied kruhu lezi uvnitr ctyrihelniku. [AMS, str. 37]

Reseni. Pfipustme, 7e stied O kruhu lezi mimo étyithelnik. Uvazujme primér

prochazejici stfedem O tak, ze ¢tyfthelnik lezi uvniti jednoho pulkruhu, vyme-

zeného timto primeérem. Ze zavéru feseni tlohy 1.3.1 vyplyva, ze obsah takového
3v3

¢tyftuhelniku je mensi nebo roven ==, coz je spor. Proto musi stfed kruhu lezet

uvnitt ¢tyitahelniku. &

Uloha 1.3.3. Rotacnimu kuZelu o objemu Vi a povrchu Si a rotacnimu vdlci
o objemu V4, a povrchu Sy je vepsana stejnd koule. DokaZte, Ze:

a) 3V1 > 4Vs;

b) 351 > 45,.
Rouvnéz zjistéte, pro ktery kuZel nastane v a), resp. v b), rovnost. [AMS, str. 38|
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RESENE PRIKLADY — DERIVACE FUNKCE JEDNE PROMENNE

AU
NIAY N’

Reseni. Ozna¢me R polomér vepsané koule, r polomér podstavy kuzelu a x jeho
vysku.

Uvazujme Tez kuzelem, kolmy na jeho podstavu a prochézejici jeho vrcholem,
tedy rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou délky 2r a délkou vysky na tuto
zékladnu z, kterému je vepsana kruznice o poloméru R (obr. 1.6). Pro obsah S
tohoto trojuhelniku plati

B 2 + Va2 + 12+ Va2 + 12
N 2

S =rzx, ale také S - R.

Porovnanim dostaneme rovnici

E:T‘F‘/IL'Q*FTQ,

R
ze které snadno vyjadiime r? pomoci = a R:
2 _ Rz
T —2R

Je ziejmé, ze * > 2R a ze podstava jediného opsaného valce méa polomér R a
jeho vyska je 2R.

a) Objem kuzelu V; a objem vélce V5 jsou tedy rovny

wrix T R22?

_ — Vo =mR? 2R = 2 R>.
W=—"=50m * 2= 7 :

Pomeér téchto objemi je

2 z?
Vi x _

Vo 6R(zx—2R) 6(%-2)

Po substituci =Y dostaneme funkci f (y) =

valu (2, 00), jejiz derivace je

2 . 14 v /7 .
m jedné proménné y na inter-
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Funkce f je proto na intervalu (2,4) klesajici a na intervalu (4, c0) rostouci.
Minimum funkce f je tedy v bodé y = 4 a mé hodnotu %. Proto % > %. Rovnost
nastava pro y = 4, tedy pro kuzel o vysce x = 4R.

b) Povrch kuzelu S; a povrch vélce Sy, podle vypocti z tvodu FeSeni, jsou

RQ
S, =mr (r—l—\/:cz—l—'r?) :71'7’-%: ;:—32:]%’

Sy = 27R% + 27 R - 2R = 67 R2.

Pomeér obsahii je pak
Sl .Tz

Sy G6R(z—2R)

Dostavame tak stejnou funkci f definovanou na stejném intervalu jako v predchozi
¢asti, hledané minimum poméru g—; je proto také stejné, tedy g—; > % s rovnosti
pro jediné y = 4. s

Uloha 1.3.4. Kolmo k 7ece o §itce a je priveden kandl o §irce b. Jakou mazimdlni
délku mize mit kldda, kterou lze splavit z feky do tohoto kandlu? (Predpoklddame,
Ze tloustka klddy je vici rozmérum veky a kandlu zanedbatelnd a Ze béhem pohybu
zustdva klada v horizontdlni poloze.) [Dém, str. 139

s

Reseni. Uvazujme libovolny tthel o mezi 0 a 7 a necht AB je tisecka vedouci
napric fekou a kanalem tak, ze se dotyka vrcholu O, prvniho rohu za¢atku kanalu
ve sméru splavovani) a tvoii thel a s jednou z jeho stén (obr. 1.7). Pak délka
takové usecky je kladnou funkci f thlu a danou predpisem

a
A

«

Obr. 1.7

a b
+

cosa sina’

f(a) = [AB| = [OA] + |OB| =

Klada délky ! mtze byt splavena z feky do kanalu, jestlize nerovnost | < f(«)
plati pro kazdé a € (0, g) Je proto jasné, ze maximéalni délka klady [ bude
minimem (p¥ip. infimem) funkce f na otevieném intervalu (0,%).
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Derivovanim funkce dostavame

a-sina  b-cosa

f'(a) =

cos? o sin? o

a - Ccosa 3 b
sin” «v a

ProtoZe tg3a je rostouci od 0 do oo pro o od 0 do 7, existuje jediné ag € (O, g)
takové, Ze tg3a = g Pro takové ap mame f’ (ap) = 0 a navic plati f' («) < 0 pro
a € (0,a0) a f' () > 0 pro a € (ap, 3). Tedy funkce f mé na intervalu (0, %)

globalni minimum v bodé ay. Z rovnosti tg ay = €/§ vyplyva

2 cos? (o)) 1 1 a2/3
cos” oy = — _ _

" costagtsinfay  L+tglag Lol B

a2

b2/3

sin? g = 1 — cos® agp = pEETEL

a b 1/2 1/9
f () = + — — q2/3 (a2/3 Jr[)2/3) / +p2/3 (a2/3 +62/3) / ’
COosQp  sSln Qg

f (a0) = (a*3 +12/3)*"2.

Maximalni délka klady, kterou mizeme splavit z feky do kandlu, je tudiz
lnae = (a2 + 07/3)2, )

Uloha 1.3.5. Diouhy list papiru majici tvar obdélniku ABCD je preloZen
podél usecky EF, kde E je bod lezici na kratsi stranée AD a F bod leZici
na delsi strané CD tak, Ze vrchol D po preloZeni papiru prejde do bodu D’
na strané AB, ktery je tudiz s bodem D soumérné sdruzeny podle primky EF
(obr. 1.8). Jaky je nejmensi mozny obsah preloZené casti papiru, tj. trojuhel-
niku EFD? [AMS, str. 36]

D F C
R a\/’
. .

T Oé\\ /,’/

EL////\\\
<xh

a—x /202\ o
A D' B
Obr. 1.8

Reseni. Nechf a = |AD|, a = |{DFE| = |{ADD'| a S je obsah trojtihel-

niku FFD. Obsah S ziskdme ze vztahu S = % - SpEp'F =

Plati [{AED'| = 180° — 2|4DEF| = 180° — 2(90° — «)

21
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r = |DE| = |ED’|. Pak z rovnosti |EA| = x - cos 2a vyplyva a — x = x - cos 2a,

tedy © = 105, Odtud odvodime [EF| = 57— = (i eosaa) @ |DD'| = 2.
Nyni miizeme dosadit do vyrazu pro obsah
g a? 1 _ a?
2 sin2a(l+cos2a) SsinacosPa’
Zbyva uz jen najit maximum funkce f(a) = sinacos®’a pro a € (0°,90°).

Z derivace
[’ (@) = cos* a — 3sin® acos® a = cos® a (1 — 4 sin” a)

vidime, Ze maximum f nastavd pro o = 30° a jeho hodnota je f (30°) = %.
(Pfedpokladame, Ze list papiru je natolik dlouhy, Ze hodnota | DEF| = 30° je
bodem F € DC dosazitelna.) Minimalni obsah S je tedy roven 2*/_73“2. s

Uloha 1.3.6. Je ddna krychle ABCDA,B,C,D,. Najdéte bod M na hrané AB,
pro ktery je:

a) wvelikost ihlu £ By MCy mazimdlni;

b) welikost ihlu £ Ay MCy minimalni. [AMS, str. 38]

Reseni.
a) Pro jednoduchost uvazujme jednotkovou krychli ABCDA;B;CiD;.
Ozna¢me |BM| =z,kde 0 <z <1, a |{B;MC,| = ¢ (obr. 1.9). Dostavame pak

BiM| = V1427, |CM| = \[|BMP +|BCy = V23 a2,

Jelikoz [ M B,C,| = 7, plati

|B1 M| 1+ 22 1 N x?
COS = = = — -
PTem V2t T\ 2T 2@y

z ¢ehoz vyplyva cosyp > %, tedy ¢ < 7. Maximum thlu ¢ je 7, coZ nastava
pri cosp = %, tedy pokud 2 = 0. Uhel ZB;MC; je proto maximalni, jestlize
body M a B splyvaji.

b) Ozna¢me |BM| =z, kde 0 < z <1, a |[£A;MCi| = a (obr. 1.9). Potom

plati

AL M| =1/(1—2)*+1,
CoM| = \/|BMP + |BCyP = Va? 12,
|ALCy| = V2.
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Dl Cl
Ay 3 B
o L
| (’Q///
o\ C
A M =z B
Obr. 1.9
7 kosinové véty vyplyva
‘AlM‘Q—F‘ClMF— |A101‘2 SUQ—.T—Fl
cosq = = ]
2| M| M| (1—z)+1-Va2+2

JelikoZ je vyraz v ¢itateli 22—z 41 pro viechna x kladny, miizeme tlohu redukovat
na hledani minima funkce

(22 —z + 1)

J (@)= (22 — 224 2) (22 +2)

na témze intervalu (0, 1). Derivace této funkce je

2(x? —xz+1)(z* — 32% + 62 — 2)
(22 — 2 + 2)° (22 4 2)

f'(z) =

Znaménko f’(z) je shodné se znaménkem hodnoty funkce h(z) = z3 — 322 +
+ 62 — 2, jelikoz ostatni ¢initelé ve vyjadieni f’(x) jsou kladni. Protoze derivace
W (z) =322 — 6246 = 3 (x — 1)* + 3 je kladnd pro vechna x, tedy h je rostouci
na celém R, a jelikoz h(0) = —2 a h(1) = 2, pak podle véty o mezihodnoté
existuje pravé jedno xy € (0, 1), pro které plati h(z9) = 0. Funkce f je proto
na intervalu (0, 7o) klesajici a na intervalu (zo, 1) rostouci. Zéroven plati f (0) =
a f (1) = 3. Funkee f, a tedy i zkoumand hodnota cos @, mé na intervalu (0, 1)
své maximum v bodé z = 1. Uhel ZA;MC, je proto minimalni, pokud body M
a A splyvaji. s

Uloha 1.3.7. V roviné je ddna piimkal a dva body A a B, které leZi v rizngjch po-
lorovindch urcengch primkou l. V polorovinée obsahujict bod A se ¢dstice pohybuje
konstantni rychlosti v; a v polorovinée obsahujict bod B se pohybuje konstantni

rychlosti ve. Najdéte cestu z bodu A do bodu B, jiZ castice urazi za nejkratsi
dobu. [AMS, str. 30]
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Reseni. Uvazme soufadnicovy systém Ozy tak, Ze se osa x shoduje s p¥imkou I
a bod A lezi na kladné ¢asti osy y. Soutadnicové vyjadieni danych bodi je tedy
A = (0,a) a B = (d,—b). Bez ijmy na obecnosti mizeme kromé a > 0ab > 0
predpokladat také d > 0 (obr. 1.10). Déle predpokladejme, ze bod X, ve kterém

Yy A

Obr. 1.10

Céstice pri cesté z A do B protne osu x, mé soutadnice (z,0). Pak dostavame
|AX| = Va? + 2?2 a |IBX| = /b + (d—z)2.

Cas, ktery ¢astice potiebuje k projiti lomené trajektorie AX B, je pak

AX BX 1 1
t(:c):—| |+—| |:—\/a2+x2+—\/b2+(d—x)2.
U1 V2 U1 (%)

Tak jsme prevedli nasi tlohu na hledani nejmensi hodnoty funkce t = ¢ (x), kde
0 < z < d (mimo tento interval zfejmé nemtize mit takova funkce minimum).
Snadnym derivovanim dostavame

B x _ d—ux
viva? + x? Uy /b2 N (d—$)2.

t ()

7 Gpravy vyrazu

i
Var+a?

vyplyva, ze funkce u; (z) = a2 Je rostouci na intervalu (0,d). Podobné je na
tomto intervalu rostouci funkce uy () = —ﬁ, tedy it/ (x) = ulv—(lm) + “21)—(;)
je rostouci na (0, d). Jelikoz je zfejmé ¢’ (x) spojita na intervalu (0, d), ¢’ (0) < 0

a t'(d) > 0, véta o mezihodnoté nam ¥Fika, Zze pro (jediné) xzo € (0,d) plati
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t' (o) = 0. Nyni je zfejmé, ze t' () < 0 pro x € (0,z9) a t' (x) > 0 pro x €
€ (xg,d). Z véty o monoténnosti plyne, Ze ¢ (x) je klesajici na intervalu (0, zo) a
rostouci na intervalu (zg, d). Tedy ¢ () mé své minimum v bodé z,. VSimnéme si,
ze pro bod Xy = (z9,0) muze byt podminka t' (z9) = 0 zapsana jako

sin «v T d— xg sin 3
= )

vy v1y/a? + B Vg /b2+(d—x0)2 Uy

kde « je tthel mezi AXy a Oy, zatimco 3 je thel mezi BX, a pfimkou vedenou
bodem Xj rovnobézné s osou y. Existuje tedy jediny bod X, na pfimce [ takovy,
7e Castice urazi cestu AXyB v minimalnim ¢ase. Tento bod je charakterizovan
rovnici

sina  sin 8

U1 V2
&

Posledni rovnost se v optice nazyva Snelluv-Fermativ zakon a popisuje difrakci
svetelnych paprskit pii prechodu z jednoho homogenniho prostiedi do jiného.
Tento zakon je zalozeny na zakladnim principu, Ze se svételné paprsky Sifi pri-
mocafe nejrychlejsi cestou.

Uloha 1.3.8. Dvé kruznice s vnéjsim dotykem jsou vepsdany do zadaného whlu Opq.
Najdéte takové body A a D na poloprimce p a body B a C na poloprimce q, aby
usecky AB a C'D byly rovnobézné, aby ctyrihelnik ABC'D obsahoval dané dvé
kruznice a aby dsecka AD meéla minimalni délku. [AMS, str. 31]

Reseni. Nechf 7 a R, kde r < R, jsou poloméry danjch kruznic a O, a O; jejich
stfedy (obr. 1.11). MiaZeme pfedpokladat, ze AB je te¢na ke kruznici s polomé-
rem R a DC te¢na ke kruznici s polomérem r. Necht P a @) jsou body dotyku
téchto dvou kruznic s AD, kde P lezi mezi body A a ). Polozme = = |QD)|.
Nyni budeme hledat délku tsecky AD jako funkci proménné z z otevieného
intervalu (0, z¢), kde zy = |QO|. Jelikoz |O10s| = R+ 1 a PO105Q) je pravouhly
lichobéznik, dostavame pomoci Pythagorovy véty

0105]* = (R+7)* = |[PQI" + (R — r)?,
|PQ| = VR2+2Rr +12 — R? + 2Rr —r2 = 2V/Rr.

Na druhou stranu plati
1
|{PAO,| = 5(180O —1£QDCI|) =90° — |£LQDO,| = |£Q0OD|,

tedy AAO,P ~ AO,DQ. Odtud plyne L = 2, neboli |AP| = %. Délku AD

APl
proto muzeme vyjadiit jako |AD| = |AP| + |PQ| + |QD| = f(x) + 2V Rr, kde
f(z)=a+ I
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Obr. 1.11

Nyni musime najit minimum funkce f(z) na zminéném intervalu (0, z(). Upo-

zornéme, 7e relace APOO ~ AQO;0 nadm udava, Ze |Q—TO| = gg', odkud
. _ 2 [P
|QO|—I‘0—RIT Rr. B
Derivovdnim dostaneme f'(z) = 1 — 27, z cehoz snadno vyplyvd, Ze f(z) je

klesajici pro x € (0, \/W> a rostouci pro z € <\/§, oo). Pro dalsi ivahy bude
proto jisté dilezité, kterd z hodnot zy a v/ Rr je vétsi. Z pravouhlého trojihelniku
00,@Q dostavame
tgg: |00 T R—r
2 7 10Q] ~ 2V 3 /Rr
Kdy plati zy < VRr? Ziejmé xy < VRr & 2rv/Rr VRr < 3r<R.Pro3r<R

R—r —

plati tg§ = for = L (/2 \[£) > L(/2 - \/2) = £ = tg30°, odiud

a > 60°. Podobné pro 3r > R se odvodi o < 60°. RozlisSime tedy dva piipady:

1. ptipad: 3r < R (o > 60°). Pak plati 2y < VRr a f(z) je tedy klesajici
na intervalu (0, z¢), tzn. Ze f(z) nema na tomto intervalu minimum. Jinymi
slovy, pokud 3r < R, pak tiloha nem4 TesSeni.

2. ptipad: 3r > R (a < 60°). Plati 2y > v/Rr. Je ziejmé, Ze na intervalu (0, z)
mé f(z) minimum v bodé z; = V/Rr a jeho hodnota je f(@) = 2V Rr.
Proto minimalni délka tsecky AD je f(z1) 4+ 2v/Rr = 4v/Rr. Jelikoz plati
1 = VRr = % |PQ)|, konstrukce odpovidajiciho lichobézniku ABC'D mize
byt provedena uréenim bodu D na tuseéce QO tak, ze |QD| = %|PQ|
Sestrojeni bodu A, B, C' je uz pak zfejmé. &
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Uloha 1.3.9. Pro libovolny trojihelnik T o obsahu S (T) oznacme d(T)
minimalni délku ahlopricky obdélniku, ktery je do trojuhelniku T vepsany (tak,
Ze jeho vrcholy lezi woniti stran T'). Pro jaké trojihelniky T je pomér COD i

S(T)
malni? [AMS, str. 36]

Reseni. Necht T je trojihelnik ABC's délkami stran a, b a c a EFGH je obdélnik
vepsany do T, pficemz F a F lezi na strané AB, G lezi na BC a H lezi na C'A
(obr. 1.12). Polozme = = |CH|, u = |HG|, v = |HE|, d. = |EG|. Pouzitim

C
,,,,, .
x |
n/ G h
b—=x :
v d, |
, L v
Al E F B
R >
C |
Obr. 1.12

3R PRET VS /.o , o .0 sz o b
odpovidajicich part podobnych trojuhelnik dostavame % = ¢ a h% = %, kde

h. je vyska trojuhelnika ABC' z vrcholu C. Dosazenim do Pythagorovy véty

dostavame )
& =u?+0° = (gy + (L (b= x))
¢ b b ’

Pravéa strana této rovnice je kvadratickd funkce proménné z, ktera, jak je patrno

z vyjadieni
2
. (w/c2 T h2 h ) 22

¢ 2+ h2’

x
b V2 + h?

c2h2  _ 4S%(T) c
i = o ZE
0< % b < 1-b, tedy o € (0,b).) Podobné kdyby dva vrcholy obdélniku lezely

2 2

R
Porovnejme nyni hodnoty a® + h2, b* + h? a ¢ + h? v jednom trojihelniku ABC.
Jestlize a < b, pak z rovnic a? + h2 = a® + b%sin® v a b® + h? = b + a® + a®sin®
vyplyva, ze a® + h? > b? + hi. Pfedpoklddejme nyni a < b < c¢. Pak pro nejmensi

nabyva své minimalni hodnoty d? = pro xy = (Je zfejmé, 7e

na strané BC nebo C'A, dostaneme piislusnd minima d2 =

thlopiicku plati d? (T) = d? = 40‘21(]?2) a pro zkoumany pomér dostavame

d*(T)  2c-h, 2

STy @+r2 Ity
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kde = = % Jelikoz plati a < f <, tedy a < 60°, mame

hc:b-sina < c-sin60° :£<1

c c - & 2
a jelikoz je funkce f (x) = <+ klesajici pro = € (0,1) (nebot f’ (z) = 1—2% < 0),
vyvozujeme, ze

< = V2 (1.1)

Rovnost nastava, prave kdyz % = g, tedy pokud plati c = b a a = 60° (coz vy-
plyva z nerovnosti (1.1)). Zkoumany pomér je proto maximalni pro rovnostranné
trojuhelniky. s

Uloha 1.3.10. Pravouhlému trojihelniku ABC (|4 BCA| = 90°) je opsdna kruz-
nice k. Najdéte na této kruznici bod M, pro ktery je soucet |MA|+ |MB|+ |MC|
mazximalni. [AMS, str. 37|

Reseni. Necht M je bod na kruznici k opsané zminénému trojuhelniku ABC' a
necht d (M) = |M A|+|M B|+|MC. Jestlize M lezi na jednom z obloukt AC nebo
BC, pak pro obraz M’ bodu M v osové soumérnosti podle osy AB dostavame
d(M') > d(M),jelikoz |[MA| = |M'A|,|MB| = |M'B|a|MC| < |M'C|. Mizeme
tedy uvazovat pouze body M lezici na kruznici k tak, ze tsecka MC protne
tsecku AB (obr. 1.13). Délky stran trojihelniku ABC' a jeho vnitini thel BAC

7S

ES

M
Obr. 1.13

ozna¢me standardnim zptsobem a, b, ¢ a . Polozme ¢ = [{MCB| = |[{MAB|
(obvodovy thel pfislusny oblouku M B). Podle rozsifené sinové véty pro ABMC
a AAMC plati

IMA| =c-sin(90° — ¢) = ¢ - cos ¢, IMB| =c-sinp  a
|[MC|=c-sin(a+¢) =c-sinacosp + c-cosasing =a-cosp + b -sin .
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Sectenim téchto tfi rovnosti dostaneme pro zkoumanou hodnotu d (M) vyjadieni
d(M)=(a+c)cosp+ (b+c)sing = f(p).
Derivovanim této funkce jedné proménné ¢ dostavame
f () =—(a+c)sinp+ (b+ c)cos .

Odtud vyplyva, ze funkce f je na intervalu <O, arctg %9 rostouci a na intervalu

<arctg Z%Li, g> klesajici. Maximum tedy nastava pro ¢ = arctg % a ma hodnotu

b+c b+c
d(M) = tg —— b i t :
(M) (a+c)cos<arcga+c)+( +c)sm<arcga+c>

Po zjednoduseni (viz obr. 1.14) dostaneme

d (M) = (a+c)’ n b+ c)? _ \/(a+c)2+(b+c)2.
Var e +0+9°  Jlatef +b+0

(a+c)+(b+c)

b+c

a+c
Obr. 1.14

Vzdalenosti hledaného bodu M od bodu A, B (urcujici jeho polohu) jsou dany
vzorci

|IMA| =c-cosp = c-lato) ,
\/(a+c)2+(b+c)2

|IMB| =c-sinp = c:(bto
V0a+ o + o+

&

Pozndmka. Ulohu je mozné téz Tesit pouzitim Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti
pro dvojici vektora u = (uy,uz) = (a+c,b+c¢) av = (v1,v3) = (cosp,sinp),

podle které plati

d(M) = (u,v) < \/(U% +u3) (V¥ +v3) = \/(a—i—c)2+ (b+ ),
pritom rovnost nastane, pravé kdyz jsou vektory w, v linedrné zavislé, coz je
pripad ¢ = arctg %ﬁ
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Uloha 1.3.11. Délka hrany krychle ABCDA,B,C1D; je 1. Na polopiimce AD
je umistén bod M tak, Ze D lezi mezi A a M a |AM| = 2\/% Necht E je stred
usecky A1 By a F stred usecky DD,. Jakd je mazimdlni moznd hodnota poméru

%, kdyz bod P leZi na usecce AE a bod Q leZi na usecce CF? [AMS, str. 34]

Reseni. Jestlize L bude stied tisecky AA;, pak bude ziejmé BLEFC obdélnik
(obr. 1.15). Protoze AE 1 BL, z podobnosti AANL ~ AAAE, kde N je

Dl Cl
! FE
Ay l B
4P
;\F
L A
NA_ M Q
/‘.:/ ,,,,,, S R >0
D P
Q1
A B
Obr. 1.15

1
prusecik poloptimek AFE a BL, dostavame |[AN| = |AA;] - % =1-% ==

ot

Uvazujme libovolné body P a () na useckich AF a C'F v tomto pofain. Necht
bod @ lezi na tsecce BL tak, ze QQ) || BC anecht x = |[AP|—|AN|ay = |[NQ]|.
Pak dostavame

[P =2 +y*,  [PQI =[QQ1f° +|PQi* =1+ (2* +17)
8 1 2
MP2:AM2+AP2:—+<——m9.
|MP|” = |AM|” + |AP| z 7
Proto
9 2 9 2x
|MP|2:g+ﬁ+x2<g+ﬁ+x2
\PQI?  1+a2+y> —  1+a?

9

kde plati rovnost pro y = 0, coz nastane, pokud QN | BC. Toto vymezuje

pozici bodu @ pro hledané maximum. Jelikoz |AN| = % a |AE| = %, pro

x=|AP|—|AN| platiz € A = <—%, 2%/5> Nyni zbyva nalézt maximum funkce

flayo T2 24 e
1+ 22 5 1422’
kde z € A. Funkce g (z) = % ma derivaci
1
/() V5 — dx — /512 _\/g(er‘/g)(x_ﬁ)
T) = = :
! 1+ 1+
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Jmenovatel funkce ¢’ (x) je vzdy kladny a citatel je na intervalu (—%, %) kladny
a na intervalu (%, %) zaporny. Odtud plyne, Ze g(z) je na intervalu <—%, %>
rostouci a na intervalu <%, %ﬁ klesajici. JelikoZ je g(x) na intervalu <—%, %>
spojita, mé tedy maximum g(%) = g pro r = % Tudiz maximalni hodnota

vyrazu % je v/2. Toho je dosazeno, pokud QN||BC a |AP| = 2|AN| = 2v/5.&

Uloha 1.3.12. Je ddn thel AOB a jeho vnitini bod P. Najdéte na polopiimce OA
bod X a na poloprimce OB bod Y tak, aby zadany bod P leZel na usecce XY a
aby soucin |PX| - |PY| byl minimdlni. [La, str. 264]

Reseni. Ozna¢me neménné tuhly |[{XOP| = a, |[{YOP| = 3 a proménny
thel |[£OX P| = ~, ktery urcuje polohy bodt X a Y, pficemz v € (0,7 — a — 3)
(obr. 1.16). Ze sinové véty pro trojuhelniky OPX a OPY dostaneme

A
Obr. 1.16
|PX| |OP] |PY| |OP)|
—= a - = — .
sina sinvy sinf  sin(m—a—LF—7)
Pro zkoumany soucin pak plati
PX]|- |PY] = sin « - sin 3 |OP.

siny -sin(mr —a—f —7)

JelikoZ sin v, sin 5 a |OP| jsou kladné konstanty, staci se omezit na hledani ma-
xima kladné funkce jedné proménné

f(7) = siny -sin (7 —a — B — 7).
Jeji derivace je

f'(y)=cosy-sin(r—a—fF—7v)—siny-cos(m—a—F—7)=
=sin[(n —a =B —7) -7 =sin(a+F+27).
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Obr. 1.17 Obr. 1.18

Probiha-li proménnéd v interval (0,7 — a — ), pak hodnota « + 5 + 2v pro-
bih4 interval (o + 3,27 — o — 3). Cislo 7, pro které je sinus roven 0, je vnitinim
bodem tohoto intervalu, nebot 0 < a + 8 < =w. Vidime proto, ze f'(y) > 0
pro 7 € (0, Wﬁgfﬁ) a f'(v) <0 pro~y € (#,ﬂ' — a — ). Funkce f mé proto
na intervalu (0, « 4+ ) maximum v bodé v = ”_;ﬂ Pro takovéto 7 jsou oba
thly u vrchold X, Y trojihelniku XOY shodné. Soucin |PX|-|PY| je tedy mini-
malni, pravé kdyz plati |OX| = |OY, tj. kdyZ trojihelnik XOY je rovnoramenny
se zédkladnou XY. &

Pozndmka. Ulohu by bylo mozné Fesit i bez pouziti derivace. Pro zkoumanou
funkci f plati

f(y)=siny-sin(mr—a—pF—7)=

:%[cos(a—i—ﬁ—l—?y—ﬂ)—cos(ﬁ—a—ﬁ)]S
<1
2

(1 +cos(a+p)),

pritom rovnost a tedy i maximum funkce f nastane, pravé kdyz o +  + 2y — 7,
T—a—pf

thel z intervalu (o + f — 7, m — a — ), je roven 0. To je pfipad, kdy v = ,
coz je pripustnd hodnota z intervalu (0,7 — o — (3).

Uloha 1.3.13. Ctyri mésta lez ve vrcholech ctverce. Najdéte systém cest spoju-
jicich tato mésta tak, aby soucet délek vSech cest byl minimalni. [AMS, str. 38]

Reseni. Ozna¢me zadana mésta A, B, C, D jako vrcholy ¢tverce ABC'D. Uva-
zujme libovolny systém cest, ktery je vSechny propojuje. Mlizeme ziejmé predpo-
kladat, ze tyto cesty lezi uvniti ¢tverce ABCD.

Na cesté z A do C ozna¢me M a N prvni a posledni prisecik této cesty
s cestou, vedouci z B do D (obr. 1.17). Soucet délek vSech cest tohoto sytému
muzeme zmenS$it nahrazenim za systém, skladajici se z péti tsecek AM, DM,
MN, BN, CN (nejedné-li se pfimo o tento systém).
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F F 120° 120°
T /MONN Y

A a B A B

Obr. 1.19 Obr. 1.20

Uvazujme dvé primky prochazejici body M a N, které jsou rovnobézné s tsec-
kou AD, resp. BC. Déale uvazujme usecku, ktera spojuje sttedy stran AD a BC),
a ozna¢me jeji pruseciky se zminénymi rovnobézkami M’ a N'. Body M’ a N’
jsou tedy ekvidistantni vici strandm AB a C'D (obr. 1.18). Z feseni Heronovy
tlohy* vyplyva

|AM| + |DM| > |AM'| + |DM'| a |BN|+ |CN| > |BN'| + |CN'|.

Dale je zfejmé nerovnost |[MN| > |[M’'N'|, jelikoz |M’'N’| je vzdéalenost mezi rov-
nobézkami, které prochézi body M’ a N’. Sectenim téchto nerovnosti dostaneme

|AM|+|DM|+|MN|+|BN|+|CN| > |AM’'|+|DM'|+ |M'N'| +|BN'| +|CN'| .

Ulohu jsme tedy zredukovali na nasledujici tikol:

Necht body E a F jsou stiedy stran AD a BC étverce ABC'D. Najdéte body
M’ a N’ lezici na usecce EF takové, aby soucet |AM'|+|DM'|+|M'N'|+|BN'|+
+ |CN’| byl minimadlnd.

‘Heronova tiloha: V jedné poloroviné urcené primkou p jsou ddny body K a L. Najdéte
takovy bod X leZict na primce p, pro ktery je soucet |K X |+ |LX| minimalni.

K

Xxp

)

Reseni. Nechf X' je pruse¢ik pifmky p s tseckou KL', kde L’ je bod soumérné sdruzeny
s bodem L podle pfimky p. Pak pro libovolny bod X primky p plati trojihelnikova nerovnost

|KX|+|LX| = |KX|+|L'X| > |KL| = |KX'| + |I'X'| = |[KX'| + |LX].

Hledanym bodem piimky p je tedy bod X’.
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Jisté muzeme predpokladat, ze bod M’ lezi mezi body F a N’. Oznacme a
délku strany ¢tverce ABCD, |[EM'| =z a |[FN'|=y,kde0 <z <aal<y<
< a— x (obr. 1.19). Pak

2
AM| = |M'D| =\ + T IMN|=a—z—y,
2
[BN'| = [ON'| = [y + 7

Hledame tedy minimum funkce

a? a?
F(z,y)=2 x2+z+a—x—y+2 y2+z

pro0 <z <aal<y<a—z. Zatim ucelem piejdéme nejprve k pomocné funkei
f(x) =24/22+ % — x na intervalu (0, a). Z upraveného vyjadfeni derivace
2 2
la) = e 1= 2

2 a? a?
=+ I+ 4=

je vidét, Ze tato derivace je na intervalu (0, a) rostouci funkce s nulovym bodem
Ty = 2?/? Odtud vyplyva, ze funkce f je na intervalu (0, zo) klesajici a na in-

tervalu (z,a) rostouci. Minimum funkce f (x) na intervalu (0, a) proto nastava
v bodé x = % a je rovno #

JelikoZ F' (z,y) = f (x) + f (y) + a, miZeme diky nerovnosti ;%= <  usoudit,
ze minimum funkce F'(x,y) na zadané mnoziné dvojic (z,y) nastava pro x = NG
ay = -%= a je rovio a (1 + \/g) Reseni tlohy je tedy déno systémem cest

2v/3
znazornénych na obr. 1.20. &

Uloha 1.3.14. Bod P lezi v dané roviné a, zatimco bod Q leZ mimo ni. Najdéte
bod X v roviné «, pro ktery je pomeérd (X) = % mazimdlni. [AMS, str. 38|
Reseni. Pro libovolny bod X v roviné o oznaéme z = |PX|, p = [{XPQ)| a
pro piehlednost |PQ| = p (obr. 1.21). Pro zkoumany pomér d (X) pak dostdvame
Ptz

V/P? a2 —2prcosp

d(X) =

Pro konkrétni hodnotu z je d(X) maximdlni, jestlize je maximéalni cos .
Toto nastane, pokud bude bod X lezet na ortogonélni projekci poloprimky 1@
do roviny «. Ve specidlnim ptipadé, kdy je polopfimka P() kolmé na rovinu «,
pro konkrétni hodnotu x pomér d (X) na sméru polopfimky P*X2 nezélezi.
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Obr. 1.21

Budeme dale uvazovat pouze takové body X, které vyhovuji predchozim tuva-
ham, tedy thel ¢ bude thel mezi polopfimkou P() a rovinou a. Jelikoz je citatel
i jmenovatel vyrazu pro d (X) kladny, miaZeme uvazovat funkci

(p+ )’
f) = —5——; :
p* + x4 — 2px cos

proménné x > 0, jejiz derivace je

)= 2P (p* — 2?) (1 + cos o)
(p? + 22 — 2px cos @)*

Funkce f je pro x < p rostouci a pro x > p klesajici. Maximum funkce f proto
nastava pro x = p. Pomér d (X) je tedy maximalni, pokud |PX| = |PQ|, roviny
PQX a « jsou navzajem kolmé a |[£QPX| < 90°. s

Uloha 1.3.15. Dva body A a B leZi na dané kruznici. Najdéte na ni takovy treti
bod C, aby byl maximadlni soucet

a) |[AC| + |BC|;

b) |AC|* + |BCJ*;

¢) |AC]® +|BC|*. [AMS, str. 37]

Reseni. Piedpokladejme, Ze polomér kruznice je 1. MiZeme zfejmé uvazovat, ze
bod C'lezi na delsim oblouku AB zadané kruznice. Pak | £ AC B| = « je konstantni
a plati 0 < o < 7. Dale ozna¢me |{BAC| = ¢, kde 0 < ¢ < 7 — a. Ze sinové
véty vyplyva

|AC| = 2sin (a + ), |BC| = 25sin .

a) Dosazenim do zkoumaného souc¢tu dostavame

+ 2¢ o
cos —.
2

|AC| + |BC| = 2 [sin (o + ¢) + sin ] = 4sin &
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Jelikoz « je konstanta a ¢ proménna, tlohu fesi odhad

2
4sinohL L4

o «
cos — < 4cos—.
2 2

Soucet |AC| + |BC| je tedy maximélni, jestlize o + 2¢ = 7, kdy oba thly AC'B
a BAC maji velikost 1 (m — «), takze bod C pili uvazovany (delsi) oblouk AB.

b) ReSeni vyplyva z tlohy 1.2.5 a). Maximum souctu |[AC|* + |BC|? tedy
nastéva, pokud bod C' (opét jako v pfipadé a)) lezi uprostied delsiho oblouku AB.

c¢) Dosazenim do zkoumaného souctu ziskame
|ACP + |BC|® =
=8 [sin® (a + ¢) +sin® ] =
= 8[sin (a + ) + sin ] - [sin® (o + @) — sin (a + @) sin g + sin® ] =

2
= 165inaJr (pcos%-
1—cos2(a+¢) cosa—cos(a+p) 1—cos2p
. J— _'_ —
2 2 2
2
:8sina+ (pcos% - [2 = cosa + cos (a + 2p) — 2cos (o + 2¢p) cos ] .

2

at2¢
2

Polozime-li ¢ = sin

bude

, z podminky 0 < ¢ < 7 — « plyne sing < ¢ < 1, pak

2
cos (a + 2¢p) = 1 — 2sin? <a+2 S0) =12
Po dosazeni dostaneme
|AC? + |BC|® = 8tcos% [2—cosa+ (1—2t*) —2 (1 —2t%) cosa] =
= 8005% [3(1—cosa)t—2(1—2cosa)t’] =
= 8cos =~ g (t).
2
Funkce g uréend vyrazem v posledni hranaté zavorce ma derivaci
g (t)=3(1 —cosa)—6(1 —2cosa)t’.

Jelikoz hleddme maximalni hodnotu g () na intervalu I = (sin ,1), musime
rozlisit, zda kladny stacionarni bod

1 —cosa
to =,/ —
2(1—2cosa)
funkce ¢ (tj. FeSeni rovnice ¢’ (t) = 0) viibec existuje a zda pak lezi v intervalu [
¢i nikoliv.
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1. V pripadé 0 < a < 3, kdy % < cosa < 1, bod %y neexistuje. Zaroven plati
g’ (t) > 0 pro vSechna t € I, coz znamena, Ze ¢ (t) je pro tato ¢ rostouci.
Jelikoz ¢t < 1, pak bude soudet |AC|* 4+ |BC|* maximalni pro t = 1, tzn.
pokud § +¢ = 7. Maximum proto nastdva opét, pokud bod C' lezi uprostied
uvazovaného oblouku AB.

2. Zbyva posoudit pripady, kdy § < o < 7 neboli 0 < cosa < % Z rozkladu

1 —cosa 1 1

2(1—2cosa) Z+4(1—2c:osoz)

je vidét, ze vyse zminény stacionarni bod ¢, existuje, ovsem v situaci, kdy
plati 1 —2cosa < % neboli cos a > %, plati t, > 1. Bod ¢ty potom lezi napravo
od intervalu 7, na kterém je proto funkce g rostouci a plati tedy stejny zavér
jako v piipadé 1. Hodnota |AC|* +|BC|® je tudiz maximélni pro bod C' lezici
uprostied delsiho oblouku ve vsech pripadech, kdy plati % <cosa < 1.

3. Zustal k Teseni pripad, kdy 0 < cosa < % Tehdy, jak vime z ¢asti 2, pro bod ¢
plati 0 < #y < 1, takZe je nutné porovnat ¢, s levym krajnim bodem sin §
intervalu I. UkdZeme, Ze v nasem piipadé vzdy plati o > sin g, tj. {p € 1.
Po dosazeni cosa = 1 — 2sin? 5 dostaneme

y 1 —cosa sin &
0= = .
2(1 —2cosa) /4sin2%—1
Tedy 1o > sin § vyplyne z nerovnosti 4 sin® 5 — 1 <1 neboli sin § < g, eV
je trivialni disledek odhadu o < % pro obvodovy tihel vétsiho oblouku AB.
7, predchozich tvah vyplyva, ze funkce g je v tomto pfipadé rostouci

na intervalu <sin 5 t0> a klesajici na intervalu (tp, 1). Jeji hodnota v bodé ¢,

g (to) = \/2(1_ﬂ 3(1=cosa)— (1 —cosa)] =

1 —2cosa)
V2 (1 — cos a)3/2 B 4sin® ¢
V(1 —2cosa) V(1 —2cosa)

je proto maximem funkce g na uvazovaném intervalu I = (sin ¢,1). Maxi-
malni hodnota zkoumaného souctu

3

32cos 5 -sin” 5 8sina (1 —cosa)

(1—2cosa) (1 —2cosa)

ACP + |BCP =

proto nastane pro takové dvé polohy bodu C' na delsim oblouku AB, pfi kte-
rych je velikost ¢ thlu BAC feSenim rovnice

. a4+ 2 1 —cosa
sin =tly=| 77—
2 2(1—2cosa)
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Zdaraznéme, ze zminéné dveé polohy bodu C' jsou soumérné sdruzené podle osy
tétivy AB, nebof feSeni ¢ = ;5 maji vyjadieni

. ) o
(p1 = arcsinty — 9 = T — arcsin tg — 2

57
takze ze sin § < tp < 1plyne 0 < ¢ < §—5 < o < m—a. Trojuhelnik ABC
ma proto pfi obou polohach bodu C u vrcholi A, B thly @1, ¢o (které
dopliiuji thel a u vrcholu C' do p¥imého uhlu, tj. p1 + ps + @ = 7). s

Uloha 1.3.16. Je ddna primka | a body A a B, které lezi ve stejné poloroviné,
urcen€ primkou l. Najdete systém cest spojujicich bod A, bod B a primku [ tak,
aby soucet délek vsech cest byl minimdlni. [AMS, str. 38|

Reseni. Uvazujme libovolny systém cest, ktery propojuje body A, B a p¥imku [.
Na cesté z bodu A na pfimku [ ozna¢ime X bod, ktery soucasné lezi i na cesté
z bodu B do bodu A a ktery je z téchto bodi na cesté z B do A prvni, je-li
jich vice (obr. 1.22).5 Je ziejmé, Ze soucet délek cest systému miZeme zmensit
nahrazenim za systém, skladdajici se z trojice tsecek AX, BX, XP, kde P je
kolmy prumét X na [ (nejednd-li se pfimo o tento systém). Proto sta¢i hledat
bod X, pro ktery je miniméalni soucet

t(X)=|AX|+|BX|+d(X,1),

kde d (X, 1) je vzdélenost bodu X od pfimky !.

Miuizeme ziejmé uvazovat pouze body X lezici v poloroviné urc¢ené piimkou [
spolecné s body A a B. Ozna¢me a vzdalenost bodu A od pfimky [ a b vzda-
lenost bodu B od pfimky [. Pfedpokladejme, ze a < b. Uvazujme soutadnicovy
systém Oxy zvoleny tak, ze se osa x shoduje s primkou [ a na kladné poloose y
lezi bod A. Bod A mé potom soufadnice (0, a) a bod B (d, ). Osu x lze orientovat
tak, aby platilo d > 0. Sestrojme jesté pfimku [’, kterda prochéazi bodem X a je
rovnobézna s primkou /.

Jak jsme se dohodli, bod X lezi v horni poloroviné urcené osou x. Pokud
ptimka !’ protne tsecku AB, bude zfejmé platit ¢ (A) < ¢t (X), pfi¢emZ rovnost
nastane v pripadé a < b jediné pro X = A a v pfipadé a = b pro vSechny body X
tsecky AB (a zadné jiné). Déle je zfejmé, Ze pokud bude mit bod X soufadnice
(m,n), kde n je néjaké pevné ¢islo a pfitom bude m < 0 (resp. m > d), jisté bude
t((0,n)) <t((m,n)) (resp. t((d,n)) < t((m,n))). Je proto postacujici uvazovat
pouze body X, které maji soufadnice (z,y), kde 0 <z <da0<y<a.

Uvazujme konkrétni hodnotu y-ové souradnice bodi X, kde y € (0,a). Pak
plati d (X,[) = y pro kazdy bod X neménné piimky /. Je-li bod B’ = (d, 2y — b)

5Takovy bod X vizdy existuje. V krajnim piipadé mtze byt X = A, je-li A jediny spole¢ny
bod obou cest.
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y A B(d,b)
B A
A(0,a) :
— |
A N :
v o l
X l
X |
l | _
I 0 N 5
< »
P B'(d,2y —b)
Obr. 1.22 Obr. 1.23

obraz bodu B v osové soumérnosti podle I, z Heronovy tulohy (pozn. str. 33)
vyplyva, Ze soucet |AX| + |BX| je minimalni, pravé kdyz bod X piimky !’ lezi
na jejim pruseciku s tseckou AB’ (obr. 1.23). Zkoumany soucet je potom

EX) = y+ |AB| =y +\/(a+b—2y)" + a2

Budeme proto hledat minimum funkce

F@) =y+y/(a+b—297+
na intervalu (0, a). Derivace této funkce je

Fly)=1-— 2(a+b—2y) _
\/d2+(a+b—2y)2

d? — 3 (a+b—2y)*

- VB + (atb—2y)°- {\/dz—l—(a+b—2y)2+2(a+b—2y)}.

7 rozkladu citatele
A2 —3(a+b—2y)° = (d—\/§(a+b—2y)) : (d+\/§(a+b—2y)>

s ohledem na 0 < a < b a d > 0 plyne, Ze predpis [’ (y) zadava funkeci, kterd je
kladna pravé ve vnitfnich bodech intervalu (y;, y2), kde

1<+b d) 1<+b+d)
= —1a _— = a = =1a - ] .
n 5 \/§ Y2 5 \/§

Protoze plati

1 d 1
=_ ) > >
Yo 2<a+b+\/§>_2(a+b)_a,

staci k vySetfovani funkce f na intervalu (0, a) pouze uvazit, zda v ném lezi bod
¢i nikoliv. Pfed vysetfovanim pripadi

1 <0, 0<y1<a a n<a
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Obr. 1.24 Obr. 1.25 Obr. 1.26

uvedme, Ze z vah o znaménku hodnot f’ (y) obecné plyne, Ze funkce f je klesajici

(resp. rostouci) na té ¢asti intervalu (0,a), kterd je urcena nerovnici y < 1

(resp. y > y1).

1. pifpad: y; < 0. Tento pifpad zfejmé popisuje podminka d > /3 (a +b).
Funkce f je potom na intervalu (0,a) rostouci, takze bod X s minimalni
hodnotou ¢ (X) mé y-ovou soufadnici 0, tzn. I’ = [. Hledany bod X je tedy
pruseCik dané primky [ s useckou AB*, kde B* je obraz bodu B v osové
soumérnosti podle piimky [ (obr. 1.24). ReSenfm nasi tlohy je tedy systém
cest tvofeny dvéma useckami AX a BX, kde X je stejny bod jako v feSeni
Heronovy tlohy — viz pozn. str. 33.)

2. piipad: 0 < y; < a. Jde ziejmé o piipad, kdy V3 (b—a) < d < V3 (a+b).
Funkce f je tehdy na intervalu (0,y;) klesajici a na intervalu (y;,a) ros-
touci, ma proto minimum v bodé y;. Abychom odpovidajici bod X minima
funkce ¢ (X)) geometricky popsali, uréeme smérnici k& ptimky AB":

k_(le_b)_a_a+b—%—b—a__i_t 5_7T
I d BV

coZ znamena, ze rovnoramenny trojihelnik X BB’ je pro y = 1; rovnostranny
a poloha bodu X je znazornéna na obr. 1.25. Resenim nasi alohy je tedy
systém cest tvoreny tiemi tseckami AX, BX a X P, kde P je kolmy primeét
ur¢eného bodu X na primku /.

3. ptipad: y; > a, coZ uréuje podminka d < v/3 (b — a). Funkee f je pak na (0, a)
klesajici, takze ma minimum v bodé y = a. Tomu odpovida situace, kdy
ptimka ! prochézi bodem A (obr. 1.26). Bod X s minimalni hodnotou ¢ (X)
je proto bud sam bod X = A (je-li a < b), nebo libovolny bod X tsecky AB
(je-li @ = b, kdy tisecka BB’ je ¢asti ptimky I'). Resenim nasi tlohy je systém
cest tvoreny dvéma useckami AB a AO. &

Uloha 1.3.17. V prostoru jsou ddny dvé koule o polomérech R ar (R > 1), které
nemaji Zadny spolecny bod. Najdéte pozici zdroje Z svételného paprsku leZiciho
vné kouli na spojnici jejich stredu O1, Os tak, aby soucet osvétlenych cdsti jejich
povrchi byl mazimdlni. [Dém, str. 139]
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Reseni. Ozna¢me x vzdalenost zdroje Z od stiedu O; a vzdélenost stfedt kouli
d =10105| > R+ r. Zdroj osvétli kulové vrchliky o plochach

S, =27RV a Sy = 27rv,

kde V' je vyska vrchliku koule s polomérem R a v vyska vrchliku koule s polomé-

Obr. 1.27

rem 7 (obr. 1.27). Z Euklidovy véty o odvésné dostavame vztahy

2 _ 2 o
V:R_EZM a v=7r — " :T(d L T)_

T T d—=x d—=z

Pro celkovy soucet osvétlenych ploch kouli pak plati

r—R d—x—r)
42—
x d—=x

S=5+S5y=2n(RV +rv)=2r (Rz-

Dostavame vzorec pro funkeci S (x) jedné proménné, kde = v nasi situaci lezi
v intervalu (R, d — r). Derivace této funkce je

S’(:::):%(%j—#),

coz je predpis, ktery na intervalu (0, d) zadava funkci, jez klesd od oo do —oo.
Existuje proto jediné zy € (0,d), pro néz S’ (z9) = 0. Z nerovnosti S’ (x) > 0
(0 <z <uz) ad(xr) <0 (xg < < d) plyne, ze funkce S je na intervalu
(0, zg) rostouci a na intervalu (xg,d) klesajici. Bude proto ucelné rozlisit, zda
bod xy do uvazovaného intervalu (R, d — r) padne, ¢i nikoliv. Vyjadieni xy snadno
dostaneme Tesenim rovnice

R3 r3 R3/2 r3/2
— =3 neboli — ,
x (d—x) x d—z
odkud dostavame p
Ty = ﬁ
1+ (3)
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Vidime, Ze v zavislosti na hodnoté podilu %, jez lezi v intervalu (0, 1), probiha x,

interval <%l,d). Z predpokladu d > R + r po dosazeni d z predchoziho vzorce
dostaneme podminku

R+ — R(%)*? r(l— /T
Io>ﬁ:R+T ERB)/Q :R‘i‘%
1+ (%) 1+ (%) L+ (%)
Diky predpokladu =

=

< 1 odtud plyne zo > R. Uloha se tak rozpada na dva
mozné pripady:

1. pfipad: R < x¢ < d — r. Zatimco leva nerovnost plati obecné (viz predchozi),
pravou nerovnost muzeme po dosazeni xy upravit:

d
—<d-r,
1+ (}_7% 3/2 —

(14 (5)")

d2 \2/3 ’
(%)
d>r+R B.
.

Za této podminky je hledana pozice zdroje Z dana vzdalenosti zy =

d
(R
od stfedu Oy, nebot funkce S ma na intervalu (R,d —r) maximum prav
v bodé zy.

2. pripad: d — r < xp < d. Prava nerovnost plati automaticky, zatimco levou
nerovnost mizeme po dosazeni x, upravit:

Za podminky®R +r < d < r + R\/g je funkce S na intervalu (R, d —r)

rostouci, proto ma maximum v bodé d —r a hledana pozice zdroje Z je proto
na povrchu koule o poloméru r.

[

6Levou nerovnost vyjadiujici podminku zadani jsme piipsali proto, aby bylo vyraznéji vidét,
ze diskuse v8ech pfipadt d € (R + r,00) je rozdélenim na moznosti 1. a 2. uplné.
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FUNKCE DVOU PROMENNYCH

Kapitola 2

Funkce dvou proménnych

V této kapitole je uvedeno néekolik ukazkovych prikladi geometrickych tloh, je-
jichz Teseni vede na vySetfovani absolutnich extrémit funkci dvou proménnych.

N 24

zit Gvahy o monotdénnosti a je zapotiebi zkoumat hodnoty funkci v hrani¢nich
bodech rovinnych mnozin, na kterych prislusné extrémy hledame.

2.1 Teoreticky zaklad

I kdyz se vlastnosti spojitych funkci dvou proménnych v mnohém podobaji vlast-

vvvvvv

pravidly, kterd nyni uvedeme. Teorie pro funkce dvou proménnych je prevzata
ze skript Diferencidlni pocet funkci vice proménnych [DoDo].

Véta 2.1.1 (Weierstrassova). Necht funkce [ je spojitd na kompaktni mnoZiné
M C R? (. uzaviené a ohranicené). Pak nabjvd na M své nejuétsi a nejmensi
hodnoty.

Definice 2.1.1. Necht f: R? — R. Rekneme, Ze bod (2, 7,) € R? je stacionarni
bod funkce f, jestlize v bodé (¢, o) existuji obé parcialni derivace funkce f a
plati

af af

92 (20, Y0) = 0, o (20, Y0) = 0.

Vé&ta 2.1.2 (Fermatova). Necht funkce f : R*> — R md v bodé (zg,yy) € R?
lokdlni extrém. Pak pro jeji parcidlni derivace f, 3’/, pokud v tomto bodé existuyt,

plati f, (zo,90) = 0, f, (z0,%0) = 0.

Véta 2.1.3. Necht M C R? je kompaktni mnoZina a funkce f: M — R je spojitd
na M. Pak [ nabyvd svijch absolutnich extrémi bud v bodech lokdlniho extrému
lezicich wonitr mnoZiny M, nebo v nékterém jejim hranicnim bodeé.
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2.2 Resené priklady

Uloha 2.2.1. Je ddna kruinice k. Najdéte trojiuhelnik ABC o mazimdlnim
obsahu, ktery lze do této kruznice vepsat. [AMS, str. 27|

Reseni. Ozna¢me r polomér kruznice k a S jeji stfed. Stadi jisté uvazovat pouze
trojuhelniky ABC, které obsahuji stfed S. Jejich obsah pak bude sou¢tem obsaht

C

Obr. 2.1

trojuhelnika SAB, SBC, SAC. Oznacme dale o = |{BSC/|, f = |[{ASC|. Pak
plati |[{ASB| =27 — a — (3, kde proménné «, § spliiuji podminky

O<a<m, 0O<pB<m a a+ [ >m. (2.1)

Obsah trojihelniku ABC' je pak dan vztahem

S = 1'r’2sinoz—i- ~r?sin B+ ~r?sin (27 —a — ) = 17“2 (e, B),

2 2 2 2
kde

f(a,B) =sina+sinf +sin (2r —a — ).

Hleddme tedy maximum funkce f na mnoziné D vsech dvojic («, ) urcenych
podminkami (2.1), kterou je vnitfek trojihelniku zndzornéného na obr. 2.2. Mno-
zina D neni uzaviena, aviak funkce f je spojité na jejim uzavéru D, takZe na mno-
7iné D maximum funkce f existuje. Je-li takovy bod maxima vnitinim bodem D,
tj. bodem D, musi jit o stacionarni bod funkce f, nebof prvni parcidlni derivace
funkce f vsude existuji. Ze soustavy rovnic

f! (e, 8) = cosa—cos (2m —a — ) =0,
fh (@, B) = cos f—cos (2m — v — ) =0

dostavame
cosa =cosff =cos(2r —a— f3).
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Protoze argumenty «, 5 a 2r — a — (3 lezi v intervalu (0, 7), na kterém je funkce
kosinus prosté, pak jisté plati

27
a=0=2r—a-—p, tedy a:B:?.
Uvnitf mnoziny D tedy mé funkce f jediny stacionarni bod (%’T, 2?”) a v ném ma,
jak snadno zjistime dosazenim, hodnotu %ﬁ
ﬁ A
LU
D
0 T "o
Obr. 2.2

Zbyva prozkoumat, zda bod maxima funkce f na mnoziné D mtiZe leZet na jeji
hranici. Ta je tvofena tfemi tseckami, tedy body («, 5) ti{ druhi:

a=m f(m,B) =sinf —sin (7 + f) = 2sin § < 2,
B=m f(a,m) =sina —sin (a« +7) = 2sina < 2,

f=7—« fla,m—p) =sina+sin (7 —a) = 2sina < 2.

Vidime, Ze na hranici mnoziny D funkce f spliiuje nerovnost f (o, 3) < 2. Protoze

¢islo 2 je mensi nez hodnota ?’zﬁ v jediném stacionarnim bodé, je bod (%’T, 2?”)
bodem maxima funkce f na D, a tedy i na D. Poznamenejme, Ze v piipadé
a=p= %’T je trojuhelnik ABC' z obr. 2.1 rovnostranny. Trojuhelnik vepsany

do dané kruznice proto bude mit maximalni obsah, pokud bude rovnostranny. &

Uloha 2.2.2. Vnitrek nddoby s danym objemem V je tvoven péti sténami
kvadru. Urcete jeho rozméry, pri kterych md takovy wnitrek minimalni
povrch. [Dém, str. 306]

Reseni. Ozna¢me a, b rozméry vnitfniho dna nadoby a ¢ jeho vnitini vysku.
Povrch S vnitiku nadoby a jeji objem V' jsou dany vzorci

S = ab + 2bc + 2ac a V = abe.

Vyloucenim ¢ dostaneme vyjadieni

2 2
S:ab+—v+—v.
a b
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Pii konstantnim V' > 0 tedy hleddme minimum funkce

f(a,b) :ab—l-gjLg
a b
dvou proménnych a, b na mnoziné D urc¢ené nerovnostmi a > 0, b > 0. V této ote-
viené mnoziné D nejdfive ur¢ime vSechny staciondrni body. (Pokud m4 funkce f
na mnoziné D minimum, musi to byt stacionarni bod, jelikoz parcidlni deri-
vace f1, fi existuji v kazdém bodé z D.) Ze soustavy rovnic

2V
fula.b)=b— =5 =0,

fg(a,b):a—b—zzo

plyne 2V = a?b = ab®. JelikoZ ab # 0, dostavame tak a = b. Jediny stacionarni
bod funkce f v D je proto tvaru (d, d), kde d* = 2V neboli d = V2V > 0, pficemz

plati
4V 2d3
fld,d)=d*+ — =d*+ — = 3d°,
d d
Vsimnéme si nyni, v jaké ¢asti mnoziny D, jez je prvnim kvadrantem roviny Oab,
mame zarucenu nerovnost

3 3

d
f(a,b) > 3d* neboli ab+ — + > 3d*.
a

Posledni nerovnosti jsou zfejmé splnény, plati-li alespon jedna z podminek

ab > 3d®, agc—i, bgc—i.
3 3

(MuZzeme psat neostré nerovnosti, protoze hodnota f (a, b) je souc¢tem t¥i kladnych

b
9d

Obr. 2.3

s¢itanct.) Uvazme tedy kompaktni podmnozinu D; mnoziny D

D, = {(a,b) €D

d d
>_Ab> = Aab < 3d®
a_3/\ _3/\(1 <3 },
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viz obr. 2.3. Mnozina D;, na které je funkce f spojitd, je sestrojena tak, Ze ne-
rovnost f (a,b) > f(d,d) plati jak pro kazdy bod (a,b) € D\Dy, tak pro kazdy
bod (a,b) na hranici podmnoziny D; (tvofené dvéma tseckami a obloukem hy-
perboly). Proto je minimum funkce f na D shodné s minimem funkce f na Dy,
jez existuje diky Weierstrassové vété. Funkce f tedy nabyva minima ve vnitinim
bodé D, takze to musi byt (jediny) nalezeny stacionarni bod (d, d). VSimnéme si,
ze v pripadé a = b = d plati pro vnitini vysku nadoby
Vo oid d

c=— = =—.

ab  d? 2

Vnitini rozméry naddoby s minimalnim povrchem vnitiku jsou v/2V, v/2V/, %\3/ 2V,
jsou tedy v poméru 1 : 1 : % (vnitini dno nadoby je tvaru ¢tverce a jeji vnitini

vyska ma polovi¢éni délku strany tohoto ¢tverce). s

Pozndmka. Ulohu by bylo mozné fesit i bez pouziti derivovani. Podle znamé
nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem, uzitého pro tii hodnoty

ab, %, %, plati

2 2 2V 2
S:ab+—v+7‘/23- 3ab-—V-TV:3\/34V2:3d2
a a

(jako diive d = v/2V'), pficemZ rovnost nastane, pravé kdyz

_w_w

ab = neboli a=b=V2V =d.

a

Podobné lze pomoci zminéné klasické nerovnosti resit dalsi ulohy, které se pri
aplikacich kalkulu funkci dvou proménnych obvykle uvadeéji:

— ze vSech kvadri daného objemu vybrat kvadr s minimalnim povrchem,

— ze vSech kvadri vepsanych do dané koule vybrat kvadr s maximalnim ob-
jemem,

— ze vSech trojuhelnikti s danym obvodem vybrat trojihelnik o nejvétsim
obsahu.

Pri obvyklém oznaceni vypadaji ptislusné aplikace nerovnosti mezi aritmetickym
a geometrickym priameérem takto

abc =V = S =2(ab+ bc+ ac) > 6vVab - be - ac = 6VV?2,

a?+ 0+ 2\ 8
= 7"7
3 3v/3

A+ +E=4? =V =abc= 2a2b202§\2/(
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5—a—|—s—b+3—c)3 s3
3

82

< —.
~ 33

Je zfejmé, Ze rovnost ve vsech ziskanych odhadech je dosazitelna, a to v pripadé
a=0b=c.

a+b+c=2s :>(s—a)(s—b)(s—c)§<

=S=+/s(s—a)(s—b)(s—c)

Uloha 2.2.3. Najdéte bod s minimdlnim souctem druhijch mocnin vzddlenosti
od tri primek, na kterych leZi strany daného pravouhlého trojuhelniku. Presvéd-
cete se, Ze nalezeny bod je stredem vysky z vrcholu pravého uhlu k preponé zmi-
néného trojuhelniku. [Navrh vedouciho préce]

ResSeni. Stadi zfejmé uvazovat pouze body v roviné daného trojihelniku ABC
s pravym thlem pfti vrcholu C. Zavedeme v ni souradnicovy systém Czy tak, aby
platilo C'[0,0], A[b,0,] a B0,a], kde a, b jsou obvykle znac¢ené délky odvésen.
Déle ozna¢me v vysku spusténou z bodu C' na stranu AB, kde P je pata této
vysky (obr. 2.4). Protoze pfimka AB ma rovnici az + by — ab = 0, ma libovolny

A
Yy

B

P

* C
a

v
T
C b A
Obr. 2.4

bod M (z,y) od pfimek BC, AC, AB po fadé vzdalenosti

lax + by — ab|

||, |y] .

kde ¢ = va? + b? je délka prepony trojuhelniku. Hleddme tedy minimum funkce

+ by — ab)?
f(x,y)=x2+y2+(ax C‘Z ab)

na mnoziné R2. Tato funkce je spojita a diferencovatelné v kazdém bodé&, najdeme
proto nejdiiv jeji stacionarni body, tedy Teseni soustavy rovnic

2a (ax + by — ab)

fo(2,y) = 22 + Z =0,
20 (ax 4+ by — ab
fy (@ y) =2y + ( C2y ).
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Ze soustavy dostaneme ax + by — ab = —627“” = —CQTy, odtud ay — bxr = 0. Kazdy

stacionarni bod funkce f tudiz lezi na pfimce dané rovnici ay — bx = 0, coz je
kolmice z (poc¢atku) C' na pfimku AB, tedy pfimka C'P. Po dofeseni zkoumané
soustavy rovnic zjistime, ze funkce f ma jediny stacionarni bod M, o souradnicich

a’b a’b ab? ab?

rTn == — — —, = = —

T @+ 22 0= +02 4+ 22

Po dosazeni dostaneme

2 27,2 27,2 212
2 o (azg + byo — ab) a“b a“b a’b
f (2o, 90) = 25+ vy + 2 =

42 4c? 2c2
Diky rovnosti ab = cv lze hodnotu f (xg, yo) pfepsat pomoci vysky v do tvaru

112

[ (zo,%0) = 9

Nalezeny stacionarni bod M, je tedy skutecné stfedem vysky v na stranu AB
(nebot |C'My| = |MoP| = 4v). Zbyvé ukézat, Ze je to bod minima funkce f
na R2.

Podle predpisu pro funkci f je nerovnost f(z,y) > f(xo,%) = % urcité
splnéna pro body (z,y) € R?, které vyhovuji alespoii jedné z nerovnic |z| > v nebo
ly| > v. Sta&i proto hledat minimum funkce f uvniti étverce (—v,v)” (na kterém
minimum f podle Weierstrassovy véty existuje). Musi tedy jit o stacionarni bod

funkce f, a tim je (jediny) dfive nalezeny bod M,. s

Uloha 2.2.4. Je ddna kruznice k. Najdéte trojihelnik ABC o minimdlnim ob-
vodu, ktery lze této kruZnici opsat. [Navrh vedouciho préace]

Reseni. Ozna¢me r polomér kruznice k a S jeji st¥ed. Uvazujme libovolny troj-
uhelnik ABC' opsany kolem kruznice k£ a podle obr. 2.5 ozna¢me P, ), R body
dotyku kruznice k se stranami trojihelniku a «, 3, v thly u stiedu S. Z pravo-
uhlych trojuhelniki dostaneme

|AP| = |AR| =71 -tga,  |BP|=|BQ|=r-tgf,  |CQ|=I|CR|=r-tg7,
takze obvod o trojuhelniku ABC' je dan vzorcem

o=2r(tga+tgl +tgy).
Povazujme thly «, § za nezavislé proménné. Jsou to ostré thly, stejné jako thel 7,

ktery z rovnosti 2o + 28 4 2y = 27 ma vyjadieni v = m — o — . Hledame proto
minimum funkce

fla,p)=tga+tgf+tg (m—a—p)
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na mnoziné D vSech dvojic («a, §) uréenych podminkami

T s v
O<a< = O<p<—= > —.
O{ 27 B 27 a+/6 2

Mnozina D je oteviend. Jelikoz parcidlni derivace f,,, f5 existuji v kazdém bodé
mnoziny D, najdeme v ni vSechny stacionarni body funkce f. Ze soustavy rovnic

1 1
/ = — g
fa (. B) = cos?a cos? (m—a—f3) 0
1 1

=0

GRS

" cos2B  cos? (m —a—p)

dostavdme cos? a = cos® 8 = cos? (m — a — f3). Jelikoz argumenty a, B a ™ —a— 3
lezi v intervalu (O, g), na kterém je funkce g () = cos?t prosté, uvedené rovnosti
nastanou pravé kdyz

a=pF=71—a—0, tedy azﬁz%.
3tg 3 = 3v/3. Abychom ukézali, 7e se jedna o minimum funkce f na mnoziné D,
zvolme 0 > 0 tak, aby platilo tg (% — 5) > 3v/3. Pak z predpisu pro funkci f
je jasné, ze nerovnost f (o, 3) > 3v/3 bude platit pro viechny body («, 8) € D,
které splnuji alespon jednu z podminek

Funkce f ma tudiz v D jediny stacionarni bod ( ) a ma v ném hodnotu

a >

N

T T
— > — — a — > — — ).
0, 6_2 0, T — 5_2 )

Uvazme nyni uzavienou podmnozinu D; mnoziny D

Dlz{(a,ﬁ)eD a<

o N

—5/\B§g—5/\7r—a—5§g—5},
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B

Obr. 2.6

viz obr. 2.6. Mnozina D, na které je funkce f spojitd, je sestrojena tak, ze
nerovnost f (o, ) > f (Z, %) plati jak pro kazdy bod («, ) € D\Ds, tak pro
kazdy bod («, ) na hranici D; (tvofené tfemi tseckami). Minimum funkce f
na D je proto shodné s minimem funkce f na D; (jez existuje diky Weierstrassové
vété). Toto minimum je vnitinim bodem D, takze to musi byt (jediny) nalezeny
stacionarni bod (%, %) funkce f. Pro tento bod je hledany trojihelnik ABC
rovnostranny.

Trojuhelnik opsany dané kruznici proto bude mit minimalni obvod, pokud
bude rovnostranny. &
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ZAVER

Z.aver

V predlozené praci jsem soustiedila priklady extremalnich geometrickych tloh,
které byly v dostupné literature feseny prostiedky diferencialniho poétu. Vytvo-
fend sbirka ma slouzit k upevnéni znalosti v pfislusné oblasti matematické ana-
Iyzy i elementarni geometrie (Pythagorova véta, Eukleidovy véty, véty o thlech
v kruznicich a o podobngch trojthelnicich, sinové a kosinova véta). Domnivam se,
ze takové praktické vyuziti diferenciadlniho poc¢tu muize byt prospésné v ramci
zakladniho kurzu matematické analyzy zejména studenttim ucitelské matematiky.
V tomto ohledu pfinesla priprava textu i velky uzitek mné osobné.

Jelikoz k feseni extremalnich geometrickych tloh 1ze kromé diferencialniho po-
¢tu pouzit i jiné specificky geometrické metody, chtéla bych v naznacené
problematice pokracovat v budoucim diplomovém projektu. Jsem si védoma, ze
uziti diferencidlniho poc¢tu funkci vice proménnych mohlo byt v bakalarské praci
rozsifeno o téma vazanych extrémi, tedy o pouziti Lagrangeovych multiplikatord.
7 dtvodu rozsahu celé prace jsem se rozhodla tento namét odlozit a vratit se
k nému pfi psani diplomové préce.
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